Математическая олимпиада школьников 
имени Г.П. Кукина

Второй (очный отборочный) этап

18.12.11  8 класс

г. Омск

Математическая олимпиада   ОмГУ носит  имя профессора Г.П. Кукина, создателя  системы  городских математических олимпиад.

1.  Можно ли из 5 одинаковых прямоугольников с периметром 10 составить один прямоугольник с периметром 22?

2. В треугольнике АВС АС=1, АВ=2, О – точка пересечения биссектрис. Отрезок, проходящий через точку О, параллельно стороне ВС, пересекает стороны АС и АВ в точках К и М соответственно.  Найдите периметр треугольника АКМ.

3. Фирма «Рога и копыта» разделилась на фирму «Рога» и фирму «Копыта» с разным числом сотрудников. Директор фирмы «Рога» получает такую же зарплату, как директор фирмы «Копыта», и средняя зарплата всех остальных сотрудников фирмы «Рога» совпадает со  средней зарплатой всех остальных сотрудников фирмы «Копыта». Кроме того, средняя зарплата всех сотрудников фирмы «Рога» совпадает со  средней зарплатой всех сотрудников фирмы «Копыта». Что больше: зарплата директора фирмы или средняя зарплата всех остальных сотрудников?

4. Делитель натурального числа называется собственным, если он больше  1 и меньше этого числа. Натуральное число называется элегантным, если оно имеет не менее двух собственных делителей и делится на разность любых двух из них. Найдите все элегантные числа.

5.   На клетчатой бумаге нарисована лента 1х2011, в первой клетке написана 1, а в последней 2. Петя и Вася поочередно записывают в любую из свободных клеток числа 1 и 2. Петя ходит первым и пишет только единицы, а Вася – двойки. Когда свободные клетки заканчиваются, Петя подсчитывает количество пар соседних клеток, в которых записаны одинаковые числа, а Вася – в которых разные. Если Петино число больше, то он выигрывает, в противном случае выигрывает Вася. Кто победит при правильной игре?

Просмотр работ, подведение итогов олимпиады и награждение победителей

состоится 23 декабря в 17-15 в 1 корпусе ОмГУ (ауд. 501)   
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решения задач 

1. Решение. Да, можно. Например, можно выложить вертикально в ряд 5 прямоугольников размерами 1,53,5. Или поставить вертикально 3 прямоугольника 32, а под ними расположить горизонтально два таких же прямоугольника. 

2. Ответ: 3. Решение. KCO=BCO=KOC (накрест лежащие углы). Поэтому OK=OC и аналогично BM=OM. Тогда AK+AM+KM=AK+KC+AM+BM=3. 

3. Ответ: зарплата директора фирмы равна средней зарплате всех остальных сотрудников. Решение. Пусть в фирме «Рога» m сотрудников, в фирме «Копыта» n  сотрудников, зарплаты директоров составляют x рублей, а средние зарплаты остальных сотрудников составляют y рублей. Тогда суммарная зарплата всех сотрудников  фирмы «Рога» составляет y(m–1)+x рублей, а суммарная зарплата всех сотрудников  фирмы «Копыта» составляет x(n–1)+y рублей. Приравнивая средние зарплаты всех сотрудников, получаем 
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. После преобразований приходим к равенству n(x–y)=m(x–y). По условию nm, значит x=y.  

4.   Ответ: 6, 8 и 12. Решение. Легко видеть, что все три этих числа элегантные. Пусть N – произвольное элегантное число. У нечётного числа все делители нечётные, разности делителей чётные, а нечётное число делиться на чётное не может. Поэтому, N=2n. Но тогда 2n делится на n–2, а значит и 4=2n–2(n–2) делится на n–2. Значит, n–2 = 4, 2, 1, -1. Случай n=1 нужно исключить, поскольку число 2 не имеет собственных делителей. 

5. Ответ: победит Вася.  Решение. У Васи есть выигрышная стратегия, гарантирующая, что, по крайней мере, половина из всех пар соседей будет содержать разные числа. Васе достаточно поступить, например, так: в 2010-ю клетку никогда не ставить свою «2». Остальные 2008 клеток мысленно разобьем на 1004 пары. Пусть Вася каждым ходом ставит свое число в ту же пару, что и Петя. Либо в любую пару, где нет «2», в случае, если Петя походит в 2010-ю клетку (в 2010-ю обязательно походит только Петя). 

Покажем, что Вася всегда может делать такие ходы. Когда Петя ставит «1» в одну из клеток со 2-й по 2009-ю, то он ставит ее в «пустую пару». Если же Петя ставит «1» в 2010-ю клетку, то либо перед ходом Васи найдется «пустая пара», либо игра уже закончена. Тогда нетрудно увидеть, что как минимум 1005 пар соседних клеток в ленте будут содержать разные числа, а это как раз половина.

критерии проверки

1. Критерии. Любой правильный пример – 7 баллов.

2. Критерии. Доказательство со всеми объяснениями  – 7 баллов.

3. Критерии. Доказательство со всеми объяснениями  – 7 баллов.   

Необходимое соотношение выписано верно, но в алгебраических преобразованиях содержатся ошибки, возможно, приведшие к неправильному ответу  – 2 балла. Нет ссылки на то, что по условию nm – 6 баллов.

4. Критерии. Ответ с проверкой – 1 балл. Ответ с проверкой и 

     объяснением того, что элегантное число должно быть чётным – 3    

      балла. Не исключён случай числа 2, всё остальное верно – 6    

      баллов.

5. Критерии. Приведена выигрышная стратегия для Васи с  

       обоснованием – 7 баллов; обоснование выигрышной стратегии  

       отсутствует либо содержит пробелы, но сама стратегия описана –  

       от 4 до  6 баллов. 
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