Математическая олимпиада школьников 
имени Г.П. Кукина

12.02.12  10 класс

г. Омск

Математическая олимпиада   ОмГУ носит  имя профессора Г.П. Кукина, создателя  системы  городских математических олимпиад.
1.  На складе находилось 25 белых стеклянных чашек и 35 черных фарфоровых. Каждая стеклянная чашка, падая, разбивается на 7 осколков, а каждая фарфоровая на 8 осколков. Сторож перекрасил несколько стеклянных чашек в черный цвет, а несколько фарфоровых - в белый, и случайно разбил все чашки. Могло ли белых осколков оказаться столько же, сколько и черных?
2.  Запишите последовательность из 2012 чисел так, чтобы первый её член  совпадал с   количеством членов последовательности, равных нулю; второй член – с количеством  членов последовательности, равных единице и т.д. Последний 2012-й член должен совпадать с количеством членов, равных числу 2011.
3.  Прямая l касается некоторой окружности в точке А. Р – точка, диаметрально противоположная точке А. Проведена ещё одна окружность, которая внешним образом касается первой окружности, касается прямой l, и лежит по ту же сторону от прямой l, что и первая окружность. Докажите, что длина отрезка касательной, проведённой из точки Р к второй  окружности, не зависит от радиуса второй окружности.
4.  Десятиклассники Андрей, Борис, Вася и Гена написали  по числу, причём разные школьники написали разные числа. Если перемножить любые два числа, которые записали разные школьники, то снова получится одно из записанных чисел. Одно из чисел равно 2012. Найдите остальные числа.
5.  На доске написано число 2. Петя и Вася играют в такую игру. Петя записывает на доску число, делящееся на 2, затем Вася выписывает число, делящееся  на 3, затем Петя – число, делящееся на 4 и т.д. При этом новое число можно получить из предыдущего либо дописав одну цифру в конец, либо стерев последнюю цифру предыдущего числа, либо переставив цифры предыдущего числа (оставлять число без изменения нельзя). Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выиграет при правильной игре?
6.  У алхимика имеется 45 мер серы и 45 мер кислоты.  Он может проводить алхимические реакции двух типов. Если он соединит меру серы и меру кислоты, получится мера ртути. А если соединит одну меру ртути и одну меру кислоты, то получится три меры кислоты. Для приготовления меры философского зелья алхимику необходимо взять 1 меру ртути, 2 меры серы и 3 меры кислоты. Какое наибольшее число мер философского зелья сможет приготовить алхимик?
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Решения задач
1. Нет, не могло. Обозначим через x число перекрашенных стеклянных чашек, а через y число перекрашенных фарфоровых чашек. Тогда белых осколков окажется 7(25​–x)+8y=8(35​– y)+7x, что эквивалентно равенству 16y–14x=105. Но при всех целых значениях неизвестного в левой части стоит чётное число, а в правой нечётное. 
2.   Годится следующая последовательность: 2006, 2,1,0, 0, …, 0, 1, 0,0,0,0,0,0.
3.   Пусть первая окружность имеет радиус 
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, а вторая окружность имеет радиус 
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. Докажем, что длина касательной РК не зависит от 
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. Соединим центры окружностей: длина отрезка 
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. Соединим точки Р и S, из точки 
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 опустим перпендикуляр на РА. Из прямоугольной трапеции OABS следует, что 
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. Рассмотрим треугольник PHS: 
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 Тогда по теореме Пифагора 
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. Тогда из треугольника РКS следует, что 
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, т.е. 
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 (случай, когда первая и вторая окружности имеют равные радиусы, дает тот же результат). 
4. Ответ: 1/2012, 0, 1. Решение. Будем называть множество чисел замкнутым, если произведение любых двух его элементов снова принадлежит этому множеству. При умножении любого числа на число, большее единицы по модулю, получаем число с большим модулем. Из этого следует, что конечное замкнутое множество не может содержать больше двух чисел  с модулем, большим 1. По тем же соображениям конечное замкнутое множество не может содержать двух отличных от нуля чисел  с модулем, меньшим 1. Тогда и -1 не может входить в наше множество, т.к. 2012·(-1)=-2012. Значит, в нём содержатся числа 2012, х (из интервала (-1;1)), 0, 1.  Но тогда может выполняться только равенство 2012х=1 и х=1/2012. 
5.       Решение: выиграет Петя. Второе число он получает, дописав в конце 4. Теперь на доске записано 24. Далее, если Вася своим ходом превратил число А  в  число В, Петя снова превращает В в А. Это не противоречит правилам, поскольку число 24 делится на 4, 6, 8. Чтобы число Васи делилось на 9, он должен дописать 3. 3атем Петя добавляет 0. После этого Вася должен превратить 2430 в число, делящееся на 11. Признак делимости на 11 показывает, что перестановкой цифр или зачёркиванием этого добиться невозможно. Но добавлением цифры этого тоже не сделаешь, поскольку число 24300 при делении на 11 даёт остаток 1, и прибавлением цифры остаток 0 не получается.
6.  Ответ: 12. Решение. Рассмотрим выражение 2x+y+z, где x – число мер ртути, y – число мер серы, z – число мер кислоты. Легко видеть, что это выражение при каждой из двух алхимических операций не меняется: 2(x-1)+y+z+2=2x+y+z; 2(x+1)+y-1+z–1=2x+y+z. Изначально она равна 90. Для получения t мер философского зелья требуется t мер ртути, 2t мер серы и 3t мер кислоты, и эта величина равна 7t(90. Значит, t не превосходит 12. Двенадцать мер зелья получить можно: соединяя 20 мер серы и 20 мер кислоты, получим 20 мер ртути, 25 мер серы и 25 мер кислоты. Затем, соединяя 7 мер ртути и 7 мер кислоты, получаем 13 мер ртути, 25 мер серы и 39 мер кислоты. Этого хватит для приготовления 12 мер зелья. 
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