Математическая олимпиада школьников 
имени Г.П. Кукина

Второй (очный отборочный) этап

18.12.11  9-10 класс

Олимпиада по геометрии

г. Омск

Математическая олимпиада   ОмГУ носит  имя профессора Г.П. Кукина, создателя  системы  городских математических олимпиад.

1.  В остроугольном треугольнике 
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(ha и hb – высоты, проведенные к сторонам а и b соответственно). Докажите, что  этот треугольник – равнобедренный.

2.  Окружность с центром внутри выпуклого четырехугольника ABCD пересекает сторону AB в точках K и M, сторону BC в точках E и F, сторону CD в точках N и P, сторону DA в точках T и S. Известно, что сумма длин дуг KS и NF равна сумме длин дуг ME и TP. Докажите, что около исходного четырёхугольника можно описать окружность.

3.  В треугольнике АВС С=90,  А=70. На отрезке АВ взята точка М, а на продолжении  АВ за точку А – точка Х. Прямая, проходящая через точку Х под углом 25 градусов к прямой АВ, пересекает стороны АС и ВС в точках К и Р соответственно. Найдите угол между прямыми СМ и АВ, если известно, что МК – биссектриса угла СМА, а МР – биссектриса угла СМВ.

4.   В треугольнике АВС CD и BE – биссектрисы углов С и В, P – середина отрезка DE. Докажите, что расстояние от  точки Р до стороны ВС равно сумме расстояний до сторон АС и АВ.

5.  Все точки на сторонах и внутри прямоугольного равнобедренного треугольника  с катетами 1 покрашены в один из четырёх цветов. Докажите, что найдутся две точки одного цвета, расстояние между которыми не меньше 2–
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.  

Просмотр работ, подведение итогов олимпиады и награждение победителей

состоится 23 декабря в 17-15 в 1 корпусе ОмГУ (ауд. 501)
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Решения задач.

1. Возведем равенство 
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 в квадрат. Так как аha =bhb, то 
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. Тогда 
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, откуда следует равенство двух прямоугольных треугольников по катету и острому углу, а значит равны и гипотенузы этих треугольников, т.е. а=b. 

2. Занумеруем дуги КМ, МЕ, EF, FN, NP, PT, TS и SK  цифрами 1, 2, …,7 и  8 соответственно. Тогда по условию: 2+6=4+8. Угол между двумя секущими с вершиной вне окружности равен полуразности дуг, заключенных внутри угла. Тогда А=0,5(2+3+4+5+6–8), С=0,5(2+1+8+7+6–4), а значит сумма А+С=0,5(1+2+3+4+5+6+ +7+8)=180,  т.е. четырехугольник ABCD – вписанный.

3. Т.к. МК и МР – биссектрисы, то КМР=90, а значит четырехугольник КСРМ  можно вписать в окружность. САВ=70 - внешний угол треугольника ХКА, тогда САВ=КХА+АКХ, а значит АКХ=СКР=СМР=70–25=45. Откуда следует, что угол между прямыми СМ и АВ равен 90.

4. Так как CD и BE – биссектрисы, то точка D  равноудалена от сторон АС и СВ, а Е равноудалена от сторон АВ и СВ. Опустим из точек Е, P и D  перпендикуляры на стороны треугольника АВС. Пусть ЕМ, РН и DN  – перпендикуляры к стороне ВС. Отрезок РН – средняя линия трапеции МЕDN, тогда РН=0,5(ЕМ+DN). Но расстояние от точки Р до стороны СА равно 0,5DN, а расстояние от точки Р до стороны АВ равно 0,5ЕМ, откуда и следует требуемое. 
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Пусть точки покрашены в красный, зелёный, синий и жёлтый цвета и утверждение задачи не выполнено. Расстояние между вершинами, конечно, больше 2–
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. Поэтому  все вершины крашены в разные цвета. Пусть, например, точка А красная, точка В зелёная, а точка С синяя. Отметим, как показано на чертеже точки D, E, F, G так, что AF=AD=BG=BE=2–
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. Отрезки AF и BG не пересекаются, поскольку AF+BG=4–2
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.  Имеем AF= 2–
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<BF и отсюда CF>AF=2–
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. Значит точка F и, аналогично, точка G могут быть только жёлтыми. Но тогда точки D и E могут быть только синими, а расстояние между ними равно 
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, и на расстоянии 2–
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 найдутся две точки синего цвета. 

Критерии проверки (из расчета 7 баллов за задачу)

1.  Задача решена верно – 7 баллов. Получено равенство 
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, но дальнейших продвижений нет – 3 балла. В противном случае – 0 баллов.

2.  Задача решена верно – 7 баллов. В противном случае – 0 баллов.

3.  Задача решена верно – 7 баллов. Доказано, что четырехугольник КСРМ  можно вписать в окружность, но дальнейших продвижений нет ​– 2 балла. В противном случае – 0 баллов.

4.  Задача решена верно – 7 баллов. Только выделена конструкция со средней линией трапеции или треугольника – 1-2 балла. В противном случае – 0 баллов.

5.  Приведена верная конструкция, но  в рассуждениях содержатся ошибки – от 3 до 6 баллов.
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