Математическая олимпиада школьников 
имени Г.П. Кукина

12.02.12  11 класс

г. Омск

Математическая олимпиада   ОмГУ носит  имя профессора Г.П. Кукина, создателя  системы  городских математических олимпиад.
1.  Незнайка складывает два целых числа за столько секунд, сколько разрядов в большем из них. Ему нужно найти сумму пятнадцати следующих чисел: 30, 30, 30, 30, 30, 30, 40, 40,  40, 40, 320, 320, 320, 320, 320. Помогите Незнайке сложить все числа  быстрее, чем за 35 секунд.
2.   На клетчатой бумаге нарисовали шестиугольник и частично закрасили его серым цветом (см. рисунок). Какая часть шестиугольника имеет большую площадь: закрашенная или незакрашенная?   
3.  Три попарно различных числа a, b, c подобраны так, что прямые  y=ax+a3, y=bx+b3, y=cx+c3 имеют общую точку. Докажите, что a+b+c=0.

4.  Возрастающая последовательность натуральных чисел a1, a2, a3, … такова, что a1>1, каждое число в последовательности (кроме a1) делится на одно из предыдущих чисел, а сумма первых десяти чисел последовательности равна 275. Найдите a10. 
5.  Найдите наибольшее целое а, при котором имеет решение система неравенств ax+y+1>0,  x+ay+1>0, x+y+a<0.

6.  Основанием четырехугольной пирамиды SABCD является параллелограмм ABCD, у которого AB:BC=3. Все боковые ребра пирамиды образуют с основанием равные углы по 60 градусов. Найдите угол между ребром SA и плоскостью SBC.
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Решения задач
1.  Решение. (30+30)+30=90 (4 секунды), (30+30)+30=90 (4 секунды), 90+90=180 (2 секунды), 40+40=80 (2 секунды), 40+40=80 (2 секунды), 80+80=160 (2 секунды). После этого остаётся не более 18 секунд и следующий набор чисел: 180, 160, 320, 320, 320, 320, 320. Поступаем с ними так:  180+160+320+320=980 (9 секунд) и 320+320+320=960 (6 секунд). Наконец складываем  980 и 960 за 3 секунды и всё.
2.  Ответ. Закрашенная больше. Решение. Разделим шестиугольник на четыре части: два квадрата и две прямоугольные трапеции (см. рисунок). Нетрудно доказать, что внутри квадратов площади закрашенной и незакрашенной частей равны. Рассмотрим теперь прямоугольные трапеции. Площадь каждой из них составляет полторы клетки. Разделим одну из этих трапеций на квадратик и треугольник (для второй – рассуждения аналогичны). Внутри квадратика закрашенная часть занимает ¾ клетки, а значит, ровно половину от площади всей прямоугольной трапеции. Но мы при этом не учли закрашенную часть внутри треугольника. Таким образом,  закрашенная часть шестиугольника имеет большую площадь.
3.  Док-во. Пусть (x,y) – координаты точки, через которую проходят 
все три прямые. Тогда ax+a3=bx+b3 ( x(a–b)=–(a–b)(a2+ab+b2) ( x=–(a2+ab+b2), поскольку числа a, b различные. Аналогично 
x=–(b2+bc+c2) и a2+ab+b2=b2+bc+c2 ( (a–c)(a+b+c)=0. Поскольку числа a, и c различны, получаем a+b+c=0.

4.  Ответ: 50. Все члены последовательности кратны первому члену. Тогда первый член – делитель числа 275. Так как a1>1, то a1 не меньше пяти, сумма десяти первых членов не меньше, чем 5+10+15+…+50=275, а равенство возможно лишь в случае именно арифметической прогрессии 5, 10,15,…,50. 
5.  Ответ: a=0. Решение. При а=0 система неравенств принимает вид y>-1,  x>-1, x+y <0. Это, очевидно возможно. Пусть a>0. Складывая два первых неравенства, получаем  (a+1)(x+y)>-2. Но в силу второго неравенства x+y<-a. Т.к. a>0, получаем отсюда (a+1)(x+y)<-a(a+1). Тогда -2<-a(a+1), что эквивалентно a((-2;1). Но в этом интервале нет положительных целых чисел.
6. Ответ: 
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. Решение. Так как все боковые ребра пирамиды образуют равные углы, то основание – вписанный многоугольник. Вписанный параллелограмм – прямоугольник. Пусть BC=2а, тогда AB=6а. Если О – точка пересечения диагоналей основания, то АО=
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. Объем пирамиды SABC равен 
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. Пусть AН – высота пирамиды SABC, опущенная из точки А. Площадь грани SABC равна 
[image: image6.wmf]2

1

23939

2

ааа

××=

. Тогда, 
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. Синус угла между ребром SA и плоскостью SBC равен 
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